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Stabilization of 1-D nonlinear hyperbolic systems with boundary controls

Qu'est-ce que la stabilisation?

m Rendre robuste un systéme qui suit une trajectoire / qui est a
I"équilibre vis a vis des perturbations.

m Rendre robuste vis a vis des erreurs de modele.

Une question de plus en plus d'actualité:
m Technologies de plus en plus complexes.

m Grande tendance a I'automatisation (robotisation, véhicule
autonome, communication, etc.)
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Comment stabiliser un systeme?

m Un feedback (ou boucle de rétroaction)

u(t) = f(y(t))

Controle interne

Controles aux bords
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Plan de la présentation

Systémes hyperboliques en général

Equations de Saint-Venant inhomogenes

Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Contréles Proportionnels-Integraux (Pl)
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L systemes hyperboliques en général

Sommaire

Systemes hyperboliques en général
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L systemes hyperboliques en général

Systemes hyperboliques

Un systéeme qui se propage

Mathématiquement: Y; + F(Y)Y, + G(Y,x) = 0 autour de Y*,
F(Y) diagonalisable.

avec un changement de variable

ur + A(u, x)ux + B(u, x) = 0 autour de u* =0
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L systemes hyperboliques en général

Systemes hyperboliques

Mathématiquement: Y; + F(Y)Y, + G(Y,x) = 0 autour de Y*,
F diagonalisable.

avec un changement de variable

up + A(u, x)ux + B(u, x) = 0 autour de u* =0

> M ()
A0) = | . . . (1)
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L systemes hyperboliques en général

Systemes hyperboliques
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L systemes hyperboliques en général

Systemes hyperboliques
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L systemes hyperboliques en général

Systemes hyperboliques

0 L On utilisera des contrdles trés
simples, quelques raisons:

m Rarement plus
d'information sur le
systéme (but: maths
compliquées/ ingénierie
facile)

°
N4

L m Un choix naturel de
feedback (I'information
° d'entrée est une
/ fonction de I'information
de sortie)

/N

m Trés étudiés
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L systemes hyperboliques en général

Systemes hyperboliques

Est-ce qu'on peut tout stabiliser?



Stabilization of 1-D nonlinear hyperbolic systems with boundary controls

L systemes hyperboliques en général

Systemes hyperboliques

Est-ce qu'on peut tout stabiliser?
Non, en général une limite:

Par exemple : si on essaye de stabiliser u® = 0 pour le systeme

Optn + Oxup +cup =0
Orliy — Oxtip +cup =0

avec les conditions aux bords:

Ul(t,O) = Uz(t,O)
up(t, L) = f(u(t, L))

Pour L > % aucun f régulier ne fonctionne!

— Une longueur limite L.y (ou de fagon équivalente une borne limite
sur le terme source ¢)
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L systemes hyperboliques en général

Systemes hyperboliques

Est-ce qu'on peut tout stabiliser?

En général: le probleme vient du couplage entre deux quantités qui ont
des sens de propagation différents.

m Pas de probléme quand méme sens de propagation

m Pas de probleme quand pas de terme source (pas de couplage)
Pour chaque systeme, deux questions:

m Est-ce qu'il y a une limite L,.x? (ou de facon équivalente une borne
sur le terme source)

m Quand on est en dessous de la limite, quelles conditions sur les
contrdles?
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L systemes hyperboliques en général

Comment prouver la stabilité (pour un systeme
non-linéaire)?

Plusieurs bonnes approches, deux exemples:

m Méthode du backstepping: trés belle, mais donne lieu a des
contrdles “full-state” compliqués (Krstic, Coron, Smyshlyaev, etc.)

m Méthode de Lyapunov directe: trés utile pour les sytémes
non-linéaires.
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L systemes hyperboliques en général

Comment prouver la stabilité (pour un systeme
non-linéaire)?

Plusieurs bonnes approches, deux exemples:

m Méthode du backstepping: trés belle, mais donne lieu a des
contrdles “full-state” compliqués (Krstic, Coron, Smyshlyaev, etc.)

m Méthode de Lyapunov directe: trés utile pour les sytémes
non-linéaires.
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L systemes hyperboliques en général

Prouver la stabilité: méthode de Lyapunov

Une fonction V est une fonction de Lyapunov si:
m V(u) < |u|, (equivalence avec la norme des perturbations)

p O < —vV/(u(t)) (décroissance exponentielle)

S'il existe une fonction de Lyapunov, le systeme est stable !

Méthode abondemment utilisée depuis des décennies en dimension finie
et infinie.
— Trouver la fonction de Lyapunov.
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L systemes hyperboliques en général

Un résultat général dans H?

Théoreme (G. Bastin, J-M. Coron, 2016)
Le systéme est exponentiellement stable pour la norme H? s'il existe:
Q € CY([0, L], D,y ) telle que:

m (condition intérieure) /a matrice

—Q()Ax) + Q(x)M(0,x) + M(0,x)TQ(x)" ()
est définie positive pour tout x € [0, L].
m (condition aux bords) et la matrice:

As (L)@ (L) 0 T [ AL(0)Q.(0) 0 T
(MO, Ge @) = G107 (MO, S ) €O @)

est positive.

Deux conditions:
m une condition intérieure qui donne un Ly ax
m une condition aux bords sur les contréles quand en dessous de Lax
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L systemes hyperboliques en général

Un résultat général dans C*

Théoreme (A.H. 2017)

Le systéme est exponentiellement stable pour la norme C* si:

m (Condition intérieure) le systéme:

f! 2 zn: M (0 x)|f"3/2 M;;(0, x)f; (4)
i = TN ik\Y, —= — WMi;i(U, i
Ai k=1 ki Vi

admet une solution (fi, ..., f,) on [0, L] telle que pour tout i € [1, n],
i >0
m (Condition aux bords) avec d; = L si \; > 0 et d; = 0 sinon.

(GO < )
Poo

A<

i
fi(L—d;
sup; ( ’(A2 ,))
i

m Une norme plus difficile a manier...
m ... mais deux conditions similaires a nouveau.
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L systemes hyperboliques en général

Pourquoi est-ce que la norme C! est plus dure & manier?

m Basic Lyapunov function pour la norme H?:
L
/ F(x)u? + F(x)u? + F(x)u? dx (5)
0
— Facile a dériver

m Basic Lyapunov function pour la norme C*:

sup |[F(x)u(t, x)| + sup |f(x)ux(t, x)]| (6)
[0,L] [0,L]

— Plus difficile 3 manier
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L systemes hyperboliques en général

Pourquoi est-ce que la norme C! est plus dure & manier?

m Basic Lyapunov function pour la norme H?:
L
/ F(x)u? + F(x)u? + F(x)u? dx (5)
0
— Facile a dériver

m Basic Lyapunov function pour la norme C*:

sup |[F(x)u(t, x)| + sup |f(x)ux(t, x)]| (6)
[0,L] [0,L]

— Plus difficile 3 manier

Idée: utiliser plutét

(/OL f(x)u2pdx> l/p + (/OL f(x)u)z(de) l/p (M)

trouver un résultat vrai pour p suffisamment large puis p — +00.
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L systemes hyperboliques en général

Equivalence entre les stabilités C! and H??

Faux en général (J-M. Coron, H-M. Nguyen, 2016)...

...mais

Theorem (A.H. 2017)

S'il existe une basic Lyapunov function C* alors il existe un contréle aux
bords tel qu'il existe a basic Lyapunov function pour la norme H?.

Par ailleurs, si les coefficients couplés du terme source ont le méme signe,
alors la réciproque est vraie.
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L Equations de Saint-Venant inhomoggnes

Stabilisation des équations de Saint-Venant inhomogenes

Equations de Saint-Venant générales (section constante)

O H+0(HV) =0,

V2
0 V+0y(— + gH) — Sp(x) + S/ (H. V. x) = 0.
2 N~ ——

pente frottements

m Modélise les écoulements de faible profondeur (voies naviguables,
atmosphere, etc.)

m Approx. Navier-Stokes
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L Equations de Saint-Venant inhomoggnes

Stabilisation des équations de Saint-Venant inhomogenes

Equations de Saint-Venant générales

DA+ 0. (AV) =0,
D:(AV) 4 0, (AV?)
+ gA(0H — Sp(x) + S¢(A, V, x)) = 0.

m Modélise les écoulements de faible profondeur (voies naviguables,
atmosphere, etc.)

m Approx. Navier-Stokes
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l7Equav:'\ons de Saint-Venant inhomogeénes

Etats-stationnaires non-uniformes en général

Se(H*, @*,x) — Sp(x)

axv* — V*Q
gR* — V=3 sur [0,L]

Qr=Q

m Une longueur limite du domaine de stabilité avec controles aux
bords, une borne sur la taille du terme source?
(ex: V. Dos Santos, C. Prieur, etc.)

m Un cas sans limite: cas sans pente (Bastin, Coron, 2017)
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l7Equav:'\ons de Saint-Venant inhomogeénes

Controles les plus simples possibles:
v(t,0) = koh(t,0) et v(t, L) = k.h(t, L)

., Chaine
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l7Equav:'\ons de Saint-Venant inhomogeénes

Contrdles les plus simples possibles:

v(t,0) = koh(t,0) et v(t, L) = k.h(t, L)

Théoréme (A.H., P. Shang, 2017)

g v*(0)
ko € (* V*(O)’*H*(0)>’ -
g V(L)
et keR\[- V*(L)’_H*(L)]'

alors les équations de Saint-Venant avec pente et frottements sont
exponentiellement stable pour la norme H?.

Remarquable:
m Aucune borne sur la taille du domaine, ni sur les termes sources.

m Ne dépend pas du modele de frottement choisi S¢(H, Q, x) ni de la
pente Sp.
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l7Equav:'\ons de Saint-Venant inhomogeénes

Contrdles les plus simples possibles:

v(t,0) = koh(t,0) et v(t, L) = k.h(t, L)

Théoréme (A.H., P. Shang, 2017)

g v*(0)
ko € (* V*(O)’*H*(0)>’ -
g V(L)
et keR\[- V*(L)’_H*(L)]'

alors les équations de Saint-Venant avec pente et frottements sont
exponentiellement stable pour la norme H?.

Remarquable:
m Aucune borne sur la taille du domaine, ni sur les termes sources.
m Ne dépend pas du modele de frottement choisi S¢(H, Q, x) ni de la
pente Sp.
— On ignore quasiment tout sur le systéme
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L Equations de Saint-Venant inhomoggnes

Derriere la preuve

Une entropie locale:
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L Equations de Saint-Venant inhomoggnes

Derriére la preuve

Une entropie locale:
-
_ . h g V*\[(h

m Entropie convexe
m Quadratique
Pas n'importe quelle entropie:

0 + 0x(@y) < 0 (création d’entropie)
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L Equations de Saint-Venant inhomoggnes

Derriere la preuve

Une entropie locale:

n=g(H, Vv, C) (C)T (\5 Z) (/‘D

m Entropie convexe
m Quadratique
Pas n'importe quelle entropie:

0 + 0x(@y) < 0 (création d’entropie)
0+ 0x(Qy) =0si Q(x,t) = Q"
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L Equations de Saint-Venant inhomoggnes

Derriere la preuve

Pas n'importe quelle entropie:

0 + 0x(Q@y) < 0 (création d’entropie)
9en + 0x(Qy) =0 (si Q(x,t) = Q")

Point de vue Lyapunov:

/ FOORR(E x) + HOR(E )V (E x) + F()VA(E, x)dx

L T
d— = —termes de bords —/ (h) M (h)
dt 0 \V v

m Condition sur M: définie positive. Dans le cas limite: on retrouve 7.

m Remarquable: 7 explicite (pas du tout évident a priori).
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Stabilisation des équations de Saint-Venant avec choc

Equations de Saint-Venant
OtH + 0, Q =0,

2
0:Q + Ox (Jr('?_I):O,

m Modeéle sans pente ni frottement (deux problemes relativement
différents)

m Q = HV le flux, plutét que V' (continuité).
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L Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Stabilisation des équations de Saint-Venant avec choc

Equations de Saint-Venant

OtH 4+ 0,Q =0,
gH2 Q2

6tQ+ax(2+H> =0,

Un phénomeéne de choc: le ressaut hydraulique
m passage régime torrentiel — fluvial
m Une vitesse caractéristique change de signe (V — v/gH)
— ‘-:"

o
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Stabilisation des équations de Saint-Venant avec choc

Equations de Saint-Venant
OtH 4+ 0,Q =0,

H2 2
9:Q + 0. (g2+(f4> o,

Un phénomene de choc: le ressaut hydraulique
m passage régime torrentiel — fluvial
m Une vitesse caractéristique change de signe (V — v/gH)

Qtx0)
HEO)=U, () =F(QItX07, 00! Qn=u

Q(Eo)=U(t)

— —
= [

Nos contrdles: les installations fluviales en 0 et en L.



Stabilization of 1-D nonlinear hyperbolic systems with boundary controls

L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Stabilisation des équations de Saint-Venant avec choc

Equations de Saint-Venant
OtH 4+ 0,Q =0,

H2 2
9:Q + 0. (g2+(f4) o,

Un phénomene de choc: le ressaut hydraulique
m passage régime torrentiel — fluvial
m Une vitesse caractéristique change de signe (V — v/gH)

HiEO)=U, 1) Qe
o =F(QUEX0Y.H(x0) -
Qlto)=UyH (QUEx09.HOe) Qt=u,

— —
= [

Nos contrdles: les installations fluviales en 0 et en L.

Compliqué: regardons d'abord un systeme plus, simple
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Systeme plus simple

Equation de Burgers y(t,z)

ye(t, x) + y(t, x)yx(t,x) =0
Conditions aux bords

y(t,07) = uo(t)
y(t, L7) = ui(t).

Etat stationnaire a stabiliser:
y =1 pour x € (0, x0)
y = —1 pour x € (xo, L)
Contrdles les plus simples possibles:
up(t) = kuy(t, xs(t)7) + bi(xo — xs(t)) + (1 — k1),
ur(t) = kay(t, xs(t)") + ba(xo — xs(t)) — (1 — ko).
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Un probléme bien posé:

Théoreme (G. Bastin, J-M. Coron, A.H., P. Shang, 2017)

Pour tout T > 0, il existe 5(T) > 0 tel que, si x50 € (0, L) et
¥o € H2((0, x0); R) N H?((xs0, L); R) sont compatibles et vérifient

1Yo — 112((0,x0):R) T+ Y0 + L H2((x0,)R) < O,
|xs0 — xo| < 0,

alors le systéme a une unique solution C* par morceaux entropique
y € CO([0, T]; H?((0, xs(t)); R)) N H?((xs(t), L); R)), et on a I'estimée:

—~ —~

Iy (t,) = Hre(o(o)r) + 1Y(E: ) + L re(a(e).0)r) + [Xs(t) — xol
< C(T) (Iyo — Lre(o.0)®) + Y0 + L H2((x0,1)R) + 1Xs0 — X0) -
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Transformation du probleme

Probleme: gérer le choc.

Divisons le probleme en deux:
Iey1 + y10xy1 = 0 sur (0, xs(t))
Ory2 + y20xy2 = 0 sur (x(t), L)
Isolons les perturbations par rapport aux amplitudes stationnaires:
m=y—letu=y —(-1).
Oruy + (1 + )0yt = 0 sur (0, x(t))
Orup + (u2 — 1)0xun = 0 sur (xs(t), L)

Dynamique du choc (Rankine-Hugoniot):

u1(xs(t)) + ua(xs(t))
2

Xs =

— Un systéme classique, mais un domaine variable.
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Transformation du probleme

Une deuxieme transformation: un changement d’échelle

Xs(t))7

X0
xs(t) — L
X0

z1(t,x) = w(t, x

z(t,x) = wp(t, L+ x )

Notre systeme équivalent:

8t21+<1+21—x )8210

Xs

X

Orzp + <1 — 2+ xf) szzio =0, sur (0,xp)
0

L — xs
z1(t,x0) + z2(t, %)
2 )
Une équation scalaire avec choc — un systéme 2 x 2 strictement
hyperbolique couplé a une ODE et régulier.

xs(t) =
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Transformation du probleme

Notre nouveau probleme:

Orz1 + (l—l—zl—x)azl =0,
8t22—|—(1—22—|—x )822 X0 =0,
L — xs

Zl(t, XQ) —|— Zz(t7 Xo)
2 )

Xs(t) =

Les controles aux bords
71(t,0) = kiz1(t, x0) + b1(x0 — xs(t)),

2(t,0) = kozo(t, x0) + ba(x0 — x5(t)),

m 2 EDP sans termes sources, 2 controles aux bords: stabiliser
seulement z; et zp assez simple.
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Stabiliser z; et z, cas simplifié (linéaire):

Fonction de Lyapunov: V = [° Z2(t, x) + Z3(t, x)dx

dVv X
— = / 221021 + 2200: 20dx
dt 0

X0 XO
=— 221('9le 0 4 2200y 20 ——dx
0 Xs L — xg
X X %
0 0
= — |:Zl2 + 222L:|
Xs —Xs]p

X0 X0 X0 X0
=—(-- k12L_7X5)212(f,X0) - (L—ixs - k22x—)z22(t,x0) <0

Xs s

m La difficulté n'est pas la (non-linéaire a peine plus compliqué)

m Difficulté: stabiliser x; en méme temps, pas de contrdle direct sur x;.
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Stabiliser z; et z, cas simplifié (linéaire):

Fonction de Lyapunov: V = [° Z2(t, x) + Z3(t, x)dx

dVv X
— = / 221021 + 2200: 20dx
dt 0

X0 XO
=— / 221('9le 0 4 2200y 20 ——dx
0 Xs

L — xs

X X %

0 0

= — 212— —|—2227
Xs L—x],

X0 > X0 2 X0 2X0\_2

=—(— —ki——)z;(t,x0) — (——— — k5 —)z5(t,x0) < 0

(2 = 228 k0) — (25~ 2 (8. %0)

m La difficulté n'est pas la (non-linéaire a peine plus compliqué)

m Difficulté: stabiliser x; en méme temps, pas de contrdle direct sur x;.
— Utiliser le couplage.
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Une nouvelle fonction de Lyapunov

m Pénaliser le fait que le choc n'ait pas lieu en xg.
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Une nouvelle fonction de Lyapunov

m Pénaliser le fait que le choc n'ait pas lieu en xg.

Premiere idée naturelle:

L
| (e + pazb(e st - )
0
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Une nouvelle fonction de Lyapunov

m Pénaliser le fait que le choc n'ait pas lieu en xg.

Premiere idée naturelle:

L
| (e + pazb(e st - )
0

k > 0, terme usuel en dimension finie.
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Une nouvelle fonction de Lyapunov

m Pénaliser le fait que le choc n'ait pas lieu en xg.

Premiere idée naturelle:

L
| (e + pazb(e st - )
0
k > 0, terme usuel en dimension finie.

Probleme:

d

p ((xs = x0)%) = 2(z1(x0) + 22(x0)) (xs — x0)

— Ne fait pas intervenir les contrdles.
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Une nouvelle fonction de Lyapunov

Deuxieme idée:
y(t, z)

Stabiliser I'aire sous la courbe



Stabilization of 1-D nonlinear hyperbolic systems with boundary controls

L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Une nouvelle fonction de Lyapunov

Deuxieme idée:
y(t, z)

Stabiliser I'aire sous la courbe

(foLy - y*dx>2
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Une nouvelle fonction de Lyapunov

Deuxieme idée:
y(t, z)

Stabiliser I'aire sous la courbe

2
(Joy=yrae) = (Jo" 21+ [ 2o +2(x — %))
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Une nouvelle fonction de Lyapunov

Deuxieme idée (généralisée):

L X0 2
V= / P12} + P75 dx + (/ piz1 + pyzadx + 2(xe — Xo)>
0 0
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Une nouvelle fonction de Lyapunov

Deuxieme idée (généralisée):

L X0 2
V= / P12} + P75 dx + (/ piz1 + pyzadx + 2(xe — Xo)>
0 0

m En pratique: limite sur le taux de décroissance exponentielle.
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Une nouvelle fonction de Lyapunov

Deuxieme idée (généralisée):
L X0 2
V= / P17} + pazidx + (/ piz1 + phzadx + 2(xc — Xo)>
0 0

m En pratique: limite sur le taux de décroissance exponentielle.
Un peu plus loin:
L
V= / p1z2 + poz3dx
0

X0 X0
—I—/ p1z1(xs — x0) dx + / pyZ2(xs — x0) dx + r(xs — xo)2
0 0
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Une nouvelle fonction de Lyapunov

Deuxieme idée (généralisée):

L X0 2
V= / P17} + pazidx + (/ piz1 + phzadx + 2(xc — Xo)>
0 0

m En pratique: limite sur le taux de décroissance exponentielle.

Un peu plus loin:
L
V= / p1z2 + poz3dx
0

X0 X0
—I—/ p1z1(xs — x0) dx + / pyZ2(xs — x0) dx + r(xs — xo)2
0 0

m Taux de décroissance exponentielle arbitraire.
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Théoreme (G. Bastin, J-M. Coron, A.H., P. Shang, 2017)

Soit v > 0. Si les conditions suivantes sont vérifiées:

e Y€ . ,ye—’y(L—Xo)
o€ (76 ”’w)vbze (76 s ) (92)
b 1—e 1— e (t=x)
2 — X e
kZ < e 0 <1 - <b1 — + by pope Ty )) (9b)
b 1— e 1 — e (L—x)
2 —(L-x) (1 _ 22
K2 < et (1 - (bl et )) (%)

alors I'état stationnaire est exponentiellement stable pour la norme H?
avec un taux de décroissance vy /4.

m Existe toujours des parametres convenables.
m Controles trés simples. Si plus de liberté sur le contrdle: conditions

plus simples.
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Retour a Saint-Venant

Equations de Saint-Venant
OtH 4+ 0,Q =0,

gH2 Q2
0 Ox|=—+—]=0
tQ + X ( 2 + H )
Un phénomeéne de choc: le ressaut hydraulique
m passage régime torrentiel — fluvial
m Une vitesse caractéristique change de signe (V — v/gH)

HE0)=U, () I

:0)=U; =F(Q(EX0),H(x01 =

e QUEX02HO QEn=u
= [

Nos contrdles: les installations fluviales en O et en L.
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Retour a Saint-Venant

Equations de Saint-Venant

a1?H4’8>(Q:()
2 2
gH Q)o,

0:Q + O ( +W

Méme méthode que pour Burgers?
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L—Stabilisation d'états stationnaires avec choc

Retour a Saint-Venant

Equations de Saint-Venant
atH + axQ = 0

2 2
9:Q + Oy (gH +%> —0,

Méme méthode que pour Burgers? Oui mais pas direct
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Stabilisation des équations de Saint-Venant avec choc

Une difficulté supplémentaire:

Equation de Burgers:

2 équations couplées a une ODE, 2 contrdles

Equations de Saint-Venant:

—
—_— | — —
— |« —
—

— 4 equations couplées a une ODE, 3 contrdles.
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Stabilisation des équations de Saint-Venant avec choc

Théoreme (G. Bastin, J-M. Coron, A.H., P. Shang, 2018)

Soit un état-stationnaire (H*, Q*, xo) compatible, pour tout v > 0,
si pouri=1,2,3

_ Gl
—ye WX 0 —ye %N
3ds; (1 — s,-i—;) (1- e_ﬁxo)7 3ds; (1 - s,-i—i)

et si la matrice

b; €

3 d?

D(x) — KTD(0)K — (Zbksk skt)(e%1)>D

k=1

est définie positive, alors (H*, Q*,xp) est exponentiellement stable pour
la norme H? avec un taux de décroissance vy /4.
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Contrdles Proportionnels-Intégraux

Un vieil outil, découvert par les freres Perier au 18eme siecle, étudié par
Jenkin, Maxwell, Watt, etc.

o —

e PROCEEDINGS OF PO

THE ROYAL SOCIETY.




Stabilization of 1-D nonlinear hyperbolic systems with boundary controls

L Contréles Proportionnels-Integraux (PI)

Contrdles Proportionnels-Intégraux

Un vieil outil, découvert par les freres Perier au 18eme siécle, étudié par
Jenkin, Maxwell, Watt, etc.

puis Minorsky au début du 20eme siecle.
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Contrdles Proportionnels-Intégraux

En quoi ¢a consiste?
v(t,0) = ki h(t,0), v(t,L) = koh(t, L) (10)

remplacé par

t
v(t, L) = koh(t, L) — k,/ h(r, L)dr + C (11)
W—/ 0
proportional - |
integra

Tres utilisé dans les applications industrielles:
m Trés robuste aux erreurs d'off-set

m Nécessite seulement un contrdle (au lieu de deux).



Stabilization of 1-D nonlinear hyperbolic systems with boundary controls

L Contréles Proportionnels-Integraux (PI)

Controles aux bords Proportionnels-Intégraux

. mais difficile 3 manier mathématiquement:

m résultats linéaires qui utilisent un spectral mapping theorem

m Peu de résultats pour les problemes non-linéaires en dimension
infinie.

Exemple: |'équation du transport

Oru+ AM(uw)oxu=0
u(t,0) = k.u(t, L)

Condition de stabilité optimale : |k| < 1 (tres simple)
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Controles aux bords Proportionnels-Intégraux

. mais difficile 3 manier mathématiquement:

m résultats linéaires qui utilisent un spectral mapping theorem

m Peu de résultats pour les problemes non-linéaires en dimension
infinie.

Exemple: |'équation du transport

Oru+ AMuw)oxu=0
u(t,0) = —k.X(t)
X(t) = u(t, L)

Condition de stabilité optimale: 0 < k < ”’Z\(LO) (= 20 pages)
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Equation du transport avec contréle Pl - Méthode

0,37
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Equation du transport avec contréle Pl - Méthode

s
0 —
2
Probleme linéaire: deux valeurs propres limitantes A\; and A1, gap entre
les valeurs propres.

— |dée: extraire la partie correspondant a ces valeurs propres avec un
projecteur p.
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Equation du transport avec contréle Pl - Méthode

v ™
2

Probleme linéaire: deux valeurs propres limitantes A\; and A1, gap entre
les valeurs propres.

— |dée: extraire la partie correspondant a ces valeurs propres avec un
projecteur p.

p()

dimension finie
us
0

limite de stabilité: 7

>Tr
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Equation du transport avec contréle Pl - Méthode

v ™
2

Probleme linéaire: deux valeurs propres limitantes A\; and A1, gap entre
les valeurs propres.
— |dée: extraire la partie correspondant a ces valeurs propres avec un

projecteur p.

p(o) ¢ — p(o)
dimension finie
limite de stabilité: 7 0 V >
2

— limite totale: %
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Signal
amplitude

35

15
Design parameter 1

_ 1 .
kg (I.‘;Z“) o 15

10
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m Tres compliqué pour I'équation de transport homogene.

m Horrible pour les équations de Saint-Venant?



Stabilization of 1-D nonlinear hyperbolic systems with boundary controls

L Contréles Proportionnels-Integraux (PI)

Controles aux bords Proportionnels-Intégraux

m Tres compliqué pour I'équation de transport homogene.

m Horrible pour les équations de Saint-Venant?

Non, gréace a notre entropie locale n

Théoreme (A.H. 2018)

L’état stationnaire (H*, V*) est exponentiellement stable pour la norme
H? si:

ko > 0 and k; > 0.
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Théoreme (A.H. 2018)

L’état stationnaire (H*, V*) est exponentiellement stable pour la norme
H? si:

ko > 0 and k; > 0.

Condition nécessaire?
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Controles aux bords Proportionnels-Intégraux

m Tres compliqué pour I'équation de transport homogene.

m Horrible pour les équations de Saint-Venant?

Non, gréace a notre entropie locale n

Théoreme (A.H. 2018)

L’état stationnaire (H*, V*) est exponentiellement stable pour la norme
H? si:
ko > 0 and k; > 0.

Condition nécessaire?
Fin d’une série de nombreux travaux?
(Dos Santos, Prieur, Bastin, Coron etc.)
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Conclusion

m Quelques résultats généraux pour les systémes hyperboliques.

m Une entropie locale pour I'équation de Saint-Venant qui permet de
gérer les termes sources.

m Une méthode de stabilisation pour les états stationnaires avec un
choc.

Interprétation physique de cette entropie locale?
Solutions ou états stationnaires seulement BV

Controles Pl: en général?



Stabilization of 1-D nonlinear hyperbolic systems with boundary controls

L Contrales Proportionnels-Integraux (PI)

Stabilisation de systémes hyperboliques pour la norme C*:
m Exponential stability of general 1-D quasilinear systems with source terms
for the C 1 norm under boundary conditions

m On boundary stability of inhomogeneous 2 x 2 1-D hyperbolic systems for
the C' norm

Stabilisation des équations de Saint-Venant inhomogénes
m A quadratic Lyapunov function for Saint-Venant equations with arbitrary
friction and space-varying slope (avec Peipei Shang)

Stabilisation des équations de Burgers et Saint-Venant avec choc:
m Exponential boundary feedback stabilization of a shock steady state for
the inviscid Burgers equation
(avec Georges Bastin, Jean-Michel Coron and Peipei Shang).
m Boundary feedback stabilization of hydraulic jumps (avec Georges Bastin,
Jean-Michel Coron and Peipei Shang).

Contrdles Pl
m Pl controller for the nonlinear transport equations (avec J-M. Coron)
m Pl controller for the general Saint-Venant equations
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Merci pour votre attention

Des questions?
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