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Motivation et objectifs

Nous etudions la diffraction electromagnétique en regime Onde incidente
: : - : : Crp - (De 'ordre du cm)
harmonique par un objet revétu d'un empilement de differentes
. . . C . . /oom et coupe
couches de matériaux qui est optimisé pour réduire la SER o0
(Surface Equivalente Radar) de I'objet. ©

Par ailleurs, I'objet peut étre recouvert d'une tres fine Nanoparticules I
couche de nanoparticules. (De I'ordre du nm)

< >

Couches de matériaux
(De 'ordre du mm)

Conducteur parfait

Objectif de ce travail : Quantifier I'impact de cette couche sur le champ diffracte.

Difficultés de I’étude
> Du fait des differentes échelles, la resolution numeérique des equations de Maxwell est tres colteuse;

» |La position des particules n’est a priori pas connue.

Nous allons proposer un modele effectif ou la couche de particules est remplacee par une condition aux limites
equivalente dont les coefficients dependent de la loi de distribution des particules. La resolution est moins
colteuse.



Presentation du modele

> On neglige les courbures de I'objet en se placant dans I'approximation du plan local tangent.

> On modélise 'empilement de matériaux par une condition d’'impédance sur une surface notée 2, := {x; = 0}.

Le plan %, est recouvert d’une fine couche, de hauteur £/1;, d'un ensemble de particules & identiques et de taille ¢ < A.
- On note €0 > 0 la distance minimale entre les particules et le plan %,

* On suppose que les particules sont réparties aleatoirement suivant une loi de probabilite donnee.

E, )&4 = R*Xx R, \&%*

.'. -
o‘.f "o

2

Equations de Maxwell dans 9,
rot HE, — ikE¢, = 0 div E¢, = 0
rot Ef + ikHE, = 0 div H¢, = 0
Condition d’'impédance sur le plan 2,

(&3 XEf) Xe3 =Ze3 xHE, , Re(Z) >0

Condition de conducteur parfait sur le bord des particules 05,
nxE: =0 n-H, =0

Condition d’onde sortante pour E, — E. et H — H,

Iinc

La solution (K , H' ) est paramétrée par ¢ et par @ qui indique la dépendance en la distribution aléatoire des particules.



Etat de I'art

Il existe 2 méthodes pour construire des conditions effectives

|

Techniques d’optimisation sous Techniques asymptotiques
contraintes '

Problemes de diffraction par des couches minces homogenes

Optimisation des coefficients de Bartoli & Bendali (2002),

la condition aux limites Haddar & Joly (2002) . )&4
| Vial (2003),
Poget & Stupfel (2011), :| Caloz & Costabel & Dauge & Vial (2006), en _
J Hoppe (2018), | Duruflé & Péron & Poignard(2014). v
Lafitte, Payen & Stupfel (2021). 2
:| Problémes de diffraction par des couches minces périodiques
Abboud & Ammari (1996), ”inc)&A
Delourme (2010), 4
Delourme & Haddar & Joly (2012), 8hLE “‘ “‘ “‘ “‘ “‘
Claeys & Delourme (2013), > ~ —_—

>
Péron & Schmidt & Duruflé (2016), el 2e 0

Marigo & Maurel (2016).



Etat de ’art

Il existe 2 méthodes basées sur des développements asymptotiques

| |

Développements raccordés . Developpements multi-echelles composes

Developpement externe
(Variations lentes)

Zone interméeéediaire

Développement interne
(Variations rapides)

ZO : >
Van Dyke (1975), Maz’ya & Nazarov & Plamenevskii (2000),
AM Il'lin (1992), Caloz & Costabel & Dauge & Vial (2006),
Joly & Tordeux (2006) Brancherie & Dambrine & Vial &Villon (2008),
Claeys (2008), Basson & Gerard-Varet (2008)
Delourme (2010), Beneteau(2021).

Claeys & Delourme (2013),
Maurel & Marigo (2016).

La méthode que nous proposons se situe entre ces deux méethodes et est adaptee au cadre aléatoire



Etat de ’art

Il existe de nombreux travaux sur I’homogeénéisation de volume pour des milieux aléeatoires
(équations elliptiques, équations de Stokes ...)
A
Kozlov (1979-1987), Papanicolaou & Varadhan (1981), ‘ “ ‘ ‘
Cottereau (2013), Blanc & Le Bris & Legoll (2016), ~ ) ‘ ‘ ‘ ‘

Amstrong & kuusi & mourrat (2019), Heida (2020), ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Duerinckx & Gloria (2017, 2021), Gloria & Neukamm & Otto (2021). ‘ ‘ ‘ ‘
2€
Les travaux qui nous semblent les plus proches de notre étude concernent I'étude des surfaces
rugueuses (dans le contexte des equations de Stokes)

Chechkin (2009), Basson & Gérard-Varet (2008), il

|~ €
Gérard-Varet & Masmoudi (2010), Dalibard & Gérard-Varet (2011), W

Amirat & Bodars & Checklin & Piatnitski (2011), EIl Jarroudi (2019).

Les resultats obtenus nous semblent completement originaux pour les problemes de diffraction par des

couches minces aléatoires.




Plan de I’expose

Partie 1 : Etude du cas scalaire )&4
* Présentation du modéle
% Mise en place de la méthode pour I R R
construire un modele approche eh; @ ..‘.
S . A A I R
% Construction des modéles effectifs ’j;
* Simulations numériques i

Partie 2 : Etude du cas Maxwell pour une couche periodique

% Développement asymptotique ' ”)&« ‘

I
_______

* Problémes de champ proche €T, /

X Construction du modéle effectif et validations ﬁ@fﬁ




Etude du cas scalaire

e Presentation du modele



Hypotheses sur la distribution aleatoire

e=1

m .
y = (y”, Yd) c R avec d =2 ou 3 Soit {y,)'} . le processus ponctuel correspondant aux centres des particules

y = (1, y2) pourd =3

o Soit &P, I'ensemble de particules B (yna,j ) de rayon 1 centrées

eny,’ au dessus de X,

e Les particules se trouvent au moins a une distance o0 > 0 les
unes des autres et de 2.,

e P CL =R (5, h +6),0uh; >0 estlataille de la
couche.

e Ladistribution de {y; '}, est stationnaire et ergodique

sa loi de distribution [P est la méme en tout point de £
Dans la suite 5, = €9 .



Deéfinition de la stationnarite et I'ergodicite

e Soit (2 'ensemble des processus ponctuels {y, } . dans la bande

e Soit7: QXRY—> Q l'opérateur de translation

V(w,x) €QxR? telquey’+xe ¥, t(w,x)=w avec y" =y”"+x pourtoutmeN.

L'action (TX =7(-, X)) préserve la mesure P

xeR4

Un processus f : R4 x Q — RP est dit stationnaire par rapport a t si et seulement si

VX,y € RY ptw € Q, f(X +, a)) =f<X, Tya))

Theoreme de Birkhoff

oit f un processus stationnaire par rapport a l'action ergodique (7)) .cra de Lllo .

(IRd, LI(Q)). Alors presque siirement et dans L'(Q)

1
Vx € R¢, J f(y+x,w)dy — [E(f)
‘BR B R—>+400

B, correspond & la boule centrée en 0 et de rayon R dans R,

R




Presentation du modele simplifie

Dans la suite &, = €5 .

Y 4

—Auf — k*u = f dans @¢
— 0, U, +ikyu, =0 sur 2,
Soit u; =0 sur 0% (TE);

Soit Vué -n =0 surd% (TM).

u;(x)=J 0, P(X,y) u,| (¥ dy,
5, Zer

E

(UPRC)

avec P(X,y) la solution fondamentale
de 'équation de Helmholtz

Presque stirement (p.s.), il existe une unique solution u_ et il existe £, > 0 et C > 0 tels que Ve < g,

Huf)HHl <C

ou gy et C sont indépendantes de ¢ et de w




Etude du cas scalaire

e Déeveloppement asymptotique a 2 echelles



Developpement asymptotique

. - Termes de champ lointain
Ansatz du développement asymptotique Pour x, > eH |

1E(X) = Z (X, %) Z mUNF< X;;

meN meN

Pour x;, < eH

|

meN ‘

2y = {x; =0} Termes de champ proche

FF

e Lesu,  varient a l'echelle macroscopique X et ne vivent qu’au dessus des particules.

X X
® les UNF dépendent de X\ mais aussi des variables microscopiques y = (y”, V) = ( | : d )
E €

® [e développement asymptotique dépend du parametre H.

|| Xd

E

)

10



Developpement asymptotique

. - Termes de champ lointain
Ansatz du développement asymptotique Pour x, > eH |

meN meN

Pour x;, < eH

€CK)_':E:8m FF(XWAQ) :z: n”yNF < ”, ”'Zi

.0 o® o® o° o° od o° .0 eH uex) =y emuNt ( Xy xd)
x L‘""! _____ 0°20%0%0%0%0%0 . | ),
! - e 2y = {Xd =0} Termes de champ proche
e Les uF " varient  I'échelle macroscopique X et ne vivent qu’au dessus des particules.
X X
® les UNF dépendent de X\ mais aussi des variables microscopiques y = (y”, V) = ( | : d )
E €
® [e développement asymptotique dépend du parametre H.
® Nous imposons que, X VX” e R4 1 Vy; € R¥, y, P~ U,,,ZXF (X”; Yi» yd) est P—périodique par rapport a Y-
Dans le cas périodique |Vm € N . -
¥ Vx; € R vy, € R U (x5 yy,0) — 0.
- Ya= T D

)

10



Developpement asymptotique

Ansatz du développement asymptotique Termes de champ lointain

® Les uFF

Pour x, > eH |

E(X)_ Z m FF(X”,Xd) Z mUNF< ”’ || 'Zd)

meN meN

Pour x;, < eH

e =y myNF( X ’;d)
|

meN ‘

2y = {x; =0} Termes de champ proche

varient a I'échelle macroscopique X et ne vivent qu’au dessus des particules.

E £

X X
® les UNF dépendent de X\ mais aussi des variables microscopiques y = (y”, V) = ( | : d )

® [e développement asymptotique dépend du parametre H.

® Nous imposons que,

Dans le cas aléeatoire

: * VX” = Rd_l, Vyd = RT_, (G), y”> > UNF (X”,y”,yd) est Statlonnalre :
Vm e N
% p.s. Vxy € R vy, e R™ UN (xp5yp,0,) — 0.
- Ya= T D
~
(Démarche formelle: Supposer qu’un tel développement existe et insérer le développement dans les équations vérifiées par u, .
Y,

10



Cascade d’equations

Termes de champ lointain u'”  est sortant
Vm e N £
—Aull — kzualjf;,l = f8, dans R x (eH, + o) 1 0p=1sim=0

................................................................................................................. S = {x,=eH}
[ Il manque une condition sur 2. _;, j

Termes de champ proche dans le cas periodique
Un]fF est solution P—périodique par rapport a Y d'un probleme de type Laplace dans une demi-bande périodique , paramétré

parX” 7 NF NF 2\ 7 INF
B =O0,P)xR\(P,uzh)| —AU, =2V, -V, UL + (A, +£°)U), dans &

m_

Vm e N, Vx, € R*!

—UNF] _ _ FF
| m . m 5
-0, UN| =0 ul,
Ya —m Ag M—
- H ZEH
I
UM = 0 suro%, (TE)
ou
NF _ _ 1. 77NF #
ydL -0, U," = —ikyU,_, sur

Y1 11



Cascade d’equations

Termes de champ lointain

VmeN

FF
ua),m
/ —AuF — k2T = f5, dans R4 x (eH, + oo)

est sortant

................................................................................................................. ZgH _ {xd _ EH}

[ Il manque une condition sur >._,, j

Termes de champ proche en aléatoire

U gF est solution d'un probleme de type Laplace dans une demi-espace infini contenant des particules de taille 1.

M

Vm e N, Vx, € R*

D, =R x R+\(@_w U ZH)

~ AUy, =2V -V, UM+ (A +£°) U, dans 9,

y~ w,m
NF| . FF
Ua),m] = — Upm
B H ZEH
- NF| _ FF
aydUa),m]H o aJCdMa),m—l

ZeH

Uy = 0 suro, (TE)

ou

NF = _ NF
VUM i ==V, UM

-0, Uy, = —iky

NF
Ua),m—l

sur 2,

11



Etude du cas scalaire

® Problemes de champ proche dans le cas periodique



Dans le cas periodique

1-Si FF =0

Comportement a I’'infini -

—AU=F dans %% := (0,P) X (H, + )
U est P — périodique

I

_|_

B
-----

-

: U admet la décomposition modale pour y, > L

—2|m|n _
Uy, yp) = Z (U.9,) pen € 7 @, ()

me’z

On introduit une condition transparente afin de restreindre les problemes verifiés par les champs proches a un domaine borné.

Opeérateur DtN :

r

.

AU

= 0,U = Z(

me’Z

2 \m|x

P

~\

2-Si I # 0 (sous certaines hypotheéses sur F)
> Uhom Vérlﬁe AUhom — O

U= Uhom

+ U

part
» U, est la seule solution particuliere vérifiant —AU, ., = F
2 r )
Opérateur DtN : o,U+AU=0,U,,, sur > ou U,,,, ne dépend que de F . et | 0, U,,,dy; =0
2 J 4
\ L

Dans les 2 cas :

U converge exponentiellement vite vers une constante Cy; = —

P

gzﬁ ={y,=L},L>H

12



Condition de Dirichlet sur les particules (1)

Dans le cas periodique

9§L:=(O,P {0.L @) 5
/ —~AU=F dans %; \ X OPYQOLAS \2n

— #
—0,U=G surx

[U] = aP et [—aydU] = oV
H H r

#
\ a U+ AU = ay Upm sur 27 /
Y2‘

e Ce probleme admet une unique solution dans H# (95’6) = {u = Hl(%’ld), u| = u| } Y1
r, r

® A l'infini cette solution tend vers une constante qui peut étre calculéee a I'aide de la fonction profil —-A/ = 0 dans %;
N est T — périodique
g B -dJ, N = 0 surX,
1 d
Cy=— J F/de+J G /N dy, +aNc(§1)+aD N =0 suroPy
P Bls P oN+AN =1 surX]
. J
(1) 1
avec ¢, :=—| N dy
P
#

® Enimposant que U tend vers 0 a I'infini, on obtient une condition de compatibilité qui lie les termes sources entre eux.

® On peut alors obtenir une condition pour les champs lointains pour tout m > 0 "



Condition de Dirichlet sur les particules (2)

Dans le cas periodique

L._ u
La condition de compatibilité est B = <(O»P ) X|(0,L\F #>\2H
- N e 2#{
1 N (), D
— FAdAdy+ | GAHdy, |+a’'c’+a”" =0
P 1 0
B =
I
_ ) - 1—‘+
Y2
> 246‘
Y1
o Pourm=0:0na F=0,G=0,a"=0eta” = —u(fF ce qui donne
ZeH
a )
uy" =0 surX,y
\_ _J
e Pourm=1: onaF=O,G:O,0(N=()xugF etaD—ufF , on obtient alors
’ ZeH 2“e'H
( )
uy" = ¢ upt sur Ty ot on rappelle que ¢" := FJ N dy,
. J Py




Condition de Neumann sur les particules (1)

Dans le cas periodique

/ ~AU=F dans %. \ By = <(O»P) X (O»L)\gj#>\2ﬁ1

................................. :
-9,U=G' surz} 25
VU-#i=G?* suroPp,

[U] = aP et [—6ydU] = oV
H H

# —
\ o0,U+AU=9,U,,, surx; /
Y2

® Ce probleme n’est pas toujours bien posé dans H# (%’6) Y1

® On peut montrer que c’est un probleme de type Fredholm

[ . . . e o o \ . .y . [ cfion o . . .
Il existe une solution unique définie a une constante pres ssi la condition de compatibilité suivante est satisfaite

J de+J Gldy1+J G*’dy+a” P=0 (CC)
BL > 0P,

e Enimposant J Udy, = 0 alors il existe une unique solution U qui vérifie lim U =0.
2t Vg T

15



Condition de Neumann sur les particules (2)

Dans le cas periodique

= (0. x|O.L\P, \Z
g D T 2#{
J de+J Gldy1+J G’dy+aY P=0 (CC)
B ># 0P,
. J
I r,
e Pourm=0:0naF =0 G'=0, G?=0eta" = 0donc (CC) est vérifice yz‘
> #
N >0
e Pourm=1:onaF=0G' = - ikyuy™ |, G*=-0, uy"|  eta™ =a,uy"| ,onobtientdonc la condition
2eH 1 2eH ’ Ze‘H
[ N
-0 uy" +ikyus" =0 surX
G J
e Pour m = 2: Il existe une solution UéVF qui tend vers 0 a 'infini si et seulement si uf: F vérifie la condition
é )
—0, ufF + ikyu!" = k*a (2) "+ ka(z)d uFF+a(2)62 sur 2.
. .

ou les coefficients a(z) 1(2) et az(z) sont calculés a l'aide de fonctions profils, solutions de problemes de cellule.



Etude du cas scalaire

® Problemes de champ proche dans le cas stationnaire et ergodique



Comportement a I’'infinl & -re x40

Dans le cas stationnaire ergodique |—-AU, = F_ dans &

U est stationnaire PR -
=@, SUrL;, @,estdonnée ‘i

1-SiF, =0 Vo
é
Sig, € SZZ(Q, ngf(ZL)) est y,—stationnaire alors il existe un unique U, stationnaire, a gradient 5,”2(82, Lz(%go)>, qui
;. +00
S ecrit p.s. Vy, € R, Vy, > L, U, (yy.y4) = — 2J
L

.

ot G est la fonction Green pour de Laplacien.

0,G(y;—2.y,— L) ¢,(z)dz

~

Etapes de la preuve : Réqularisation + passage a la limite

On peut alors introduire un opérateur de Dirichlet-to-Neumann de demi-espace

r

Opeérateur DtN :

.

o, U,+ AU, =0 surxz,

1

J

2-Si I, # 0 : On peut étendre le résultat précédent dans le cas ou F,, est stationnaire et « assez décroissant a I'infini »

Soit ¢, € EZZ(Q, HZL/CZ(ZL)). L'unique solution U vérifie p.s. Vy, € R4

Dans les 2 cas :

lim U, (yyya) = E[o,)]

Vg™ 100

2y =1,=L, L>2H

17



Condition de Dirichlet sur les particules (1)

Dans le cas stationnaire ergodique  Pourm =0et1,onaF, = 0.

[ )

—~AUN = F_ dans 9 \Z,

f),

f))

UM =0 suro2,

[UNF] = a) et [—ayUgF] = a
H ‘ H

Il n’est pas évident de proposer un cadre fonctionnel dans lequel ce probléeme est | | | ——————
bien posé 0

18



Condition de Dirichlet sur les particules (1)

Dans le cas stationnaire ergodique  Pourm =0et1,onaF, = 0.

~

Ut =AU = F,  dans B \Xy

[UGJXI;]H = aP et [—dydUgf;] = oV

aycz

~\

Y~ w,] 0,
NF __

0))

UOZX}; — O sur a@w ..............

f),

UM+ AUY . =0 surX;

w,

W)
H

Il n’est pas évident de proposer un cadre fonctionnel dans lequel ce probléme est ydT -
bien posé o

» Ce probleme est bien posée et admet une trace stationnaire U,T;

é )

Idee : On regularise le probleme et on écrit le DtN pour le probleme réqgularisé
L y,

sur 2; donc on peut caractériser le comportement a l'infini.

Y3

» Onprend T — + oo: la solution régularisée converge MAIS la trace de la limite n’est pas dans £ Z(Q, H'*(Z L))

loc

( [ |\ [ ] N\ V 4 [ ] V4 N
On considere par la suite les problemes regularises en acceptant de commettre une erreur
suppléementaire liée au parametre T

\. J

18



Condition de Dirichlet sur les particules (2)

Dans le cas stationnaire ergodique

® Pourm =0:0na Pour que Uglg » — 0, on obtient p.s.

Ya—> 100

28H<X”) =0

FF
ua),O

u(f ¥ est indéependant de w

(X)) 4y >a(Y) + %Mép d . (X)) %S,)O,T(Y)

E

Zé‘H

ou %8)0 ~est 'unique solution de

Pour que Ugf » — 0, on obtient p.s.

—1 - _ C) R— L y;—~+00
T~y W 00T AT o OT = 0 dans %, ,
— = FF FF 1) _
a)’dWa),O,T =0 sur 2, Uit | ) + 0, U, - ¢, =0
(1
Wa),O,T =0 sur 0‘@60 1 | 1 1
ouc:= lim 'V =FE|w (., L)
0 @,0,T 0,7
[W“) ] =0 et [—a AR ] — y—too PP ’
a),O,T yd a),O,T
H H
FF _p i
(1) 1 _ u; estindependant de w
aYd%a),O,T AW@O,T =0 surz,;




Condition de Neumann sur les particules (1)

Dans le cas stationnaire ergodique

On considere les cas m < 2.

® m =0 :Immédiatement, on a p.s

o m=1:

-AU) = 0 dans 2,\X,

-0, U\ = —iky u,, sur X,
ZE‘H
NF = _ FF =
VyUa),l n VX”ua),O . n“ Sur &@w
eH
NF FF NF FF
| = -l et =0, UM| = o.ult Z
eH eH

Yd‘
Y1
> Approche tres similaire au cas Dirichlet

2y =1y, =0}

20



Condition de Neumann sur les particules (1)

Dans le cas stationnaire ergodique

On considere les cas m < 2.

® m =0 :Immédiatement, on a p.s

.m=1:r

—177NF NF  _ L R
NF  _ FF
-0, U = —iky u, . sur 2,
eH
NF = _ FF —
VyUa),l,T N = — VXHMG),O . : n“ Sur a@a)
eH
NF _ . FF _ F . FF .
[Ua),l,T]H = T Uyt s et [ aydUa),l,T]H — axdua),O s Yd‘ X :={y,=0]}
NF NF  _ Y1
o,U i +AU = 0 surx

J » Approche tres similaire au cas Dirichlet

( )
On régularise le probleme et on écrit le DtN pour le probleme régularisé
\_ J

» Ce probleme est bien posé et U{V 5 admet une trace stationnaire sur 2; donc on peut caractériser le comportement a l'infini.

» Onprend T — + oo : la solution régularisée admet une limite seulement si la condition dite de compatibilité est vérifiée

- : FF FF _ . Y , : : .
[ — iky U, 0 . J, U0 . ] =0 MAIS la solution construite n’est pas necessairement stationnaire.
eH eH

( On considere par la suite les problemes réegularisés en acceptant de commettre une erreur supplementaire liee a T ) 20




Condition de Neumann sur les particules (2)

Dans le cas stationnaire ergodique

On choisit d’imposer p.s. e
U, estindependant de w

Par linearite, on a

< o/(1) (g
ou %a),O,T vérifie :

—1 (H (1) . L
T Xy <L %w,O,T Ay%a),O,T_O dans 95’0),0\2,{

=0, %\ .= —iky surZ,

V. %D =0 suriP,

Y 00,T
(1) — _ (1) —
[%a),O,T]H =0 et [ aycchla),O,T]H o lk}/
(1) (1) _
%CZ[@,O,T"'A%@,O,T = 0 sur;




Condition de Neumann sur les particules (3)

Dans le cas stationnaire ergodique

em=2:1(

I 1)( vy <L

_ay Ué}’g

VyUaz

U2
H

-

n =

FF

- ua),2

— iky

-V Upir

ZeH

NF
Ua)lT

et [

) =

: FF
iky u,’;

-

X

NF __ NF FF
2 AYUG),Z o 2VY|| . VX” Ua),l,T T <AX||MO

ZeH

V MFF

w, 1

0 UNF]

w,2
e H

4+ k2 l/tFF

ZSH
sur ¥,

. M
eH

FF
a.7Cdl/t60 R 1

) Xgn dans I \Xy
ZEH ,

sur 0

ZSH

.

Le terme source ne vérifie pas I’hypothese de décroissance ! On ne peut pas utiliser la représentation intégrale et le DtN.

On dérive formellement la méthode

Ce probleme admet une limite quand T — + oo seulement si on impose p.s. que

+a(2)62

FF

2.0 % u; ~ estindependante de w

2‘eH

2) o @

a’; 2 sont exprimes comme des moyennes des fonctions profils CZZ (1) définies dans le slide précédent.

ou les coefficients a'? a

On peut montrer que le terme source est décroissant sous des hypotheses supplémentaires sur la loi de distribution.

Ces hypotheses sont verifiees par la loi de Poisson utilisee pour les résultats numeriques |



Etude du cas scalaire

e Modeles effectifs



Modeles effectifs
Dirichlet

—AugF k2 F=f dans R*! x (eH, + o) —Aué:F k2 F=f dans R*! x (eH, + x)
u(fF =0 surXg —0, uy" + iky ”o =0 surZX,

Neumann

ul™ vérifie la condition UPRC u,* vérifie la condition UPRC

Les particules sont remplacées par un plan conducteur . Les particules sont remplacées par la Cl de I'objet sur 2.1

Les particules ne sont pas prises en compte !

Modele a I'ordre 2

Fr

—Aul" —k*ul" =0 dans R¥! X (¢H, + o) —AufF kul" =0 dans R! x (eH, + o)
ufF— c(l)d ugF sur > —0, ufF+lk;/u (2) FF+ Z le)aquF+a2(2l)6)2€ sur x_
i=1,2
u; " vérifie la condition UPRC E u;© vérifie la condition UPRC

— Ay — kzvzg =f dans R x (eH, + o) — Ay — kzvzg =f dans R“ ! x (eH, + o)
—8cél)axdv28 +v5=0 surXy —0, v, + (ik;/ — eaéz))vzg — € Z ( (2)0 5 + a2<2l>a§ ) =0 sur2_g
V¢ vérifie la condition UPRC , =12 "
2 E vs vérifie la condition UPRC
Sic'V > 0, ce probleme est bien posé : (2)
0 ’ : Pouri = 1,2, si a,’ > (), ce probleme est bien posé.
(dans le cas périodique : cD >0 pour H assez grand). (2) > 0 pour H assez grand.

0
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Estimations d’erreurs

La convergence exponentielle des champs proches est tres importante pour établir les estimations d’erreurs.

Dans le cas periodique :

Pour tout ouvert borné O de R X (8H, oo)

ey, X0) — vEGe, X)) |10y = O(€2)

Nous pouvons ensuite approcher U(])VF + 8U{V Fa partir de vzg et des fonctions profils et on obtient

Dans le cas stationnaire ergodique : Dans le cas Dirichlet
Soit L' > H et B p = { g X (0,L)\ P}

d2—1
€
| U — (ugF +eu; "+ SU{V§)| < O(st/z“ﬁ + + @2t 4 8) + 0(8 + 82)
P 2(QHY(BL ) )
[ )
Si on choisit T = £~2
| ut — <u5F+ eufF+ €U{v5>| | = 0(8)
" NPAQHNBL o p)
\_ Yy,

Nous ne pouvons pas sans hypothese quantitative suppléementaire sur la loi de distribution améliorer cette estimation.



Etude du cas scalaire

* Simulations numeériques A_
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Calcul des fonctions profils (1)

En pratique pour obtenir les fonctions profils Z". (Z = W ou %):
w,], T

S S

e On tronque dans la direction y, € ( ) ) et on prescrit des conditions périodiques sur les bords.

® On génere les centres des particules a l'aide d’un processus point de Poisson :

» Soit L }}L une bande de taille S X h; et un taux de remplissage p € (0,1)
Aire (EZ }}L)

> On se donne un nombre moyen de particules v = p— :
Aire ( partzcule)

%
> Le nombre de particules N, ,,, dans fZ}}L suit une distribution de Poisson de parametre v : P<Npm = m) =€ "—

. / o h . o o .
> Nous tirons les centres aléatoirement dans &£ TL, suivant 2 lois uniformes, en ne conservant que les centres ayant une distance

minimale avec les autres particules.

Conditions
périodiques

Conditions
périodiques
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Calcul des fonctions profils (2)

En pratique pour obtenir les fonctions profils £ S)] . (£ =W ou):

® Nous tronquons dans la direction y, avec un opérateur de Dirichlet-to-Neumann sur une frontiére fictive %; := {y, = L}.

2imn

27 1
DS = _ 1 S
V,ZWS == 22 S Am U (ZDS, 6,) e 0D+ b)) = —=€

me’Z \/E

» Il est nécessaire de tronquer la série Z et prendre suffisamment de termes pour résoudre les fonctions profils. Pour
m=—N

T1
cela, on definit un parametre noté e¢; = 10 telque: N > og(e;)

- 2n(L—H)

2

2
Conditions Conditions
périodiques périodiques

2
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Calcul des coefficients du modele

Exemple avec le coefficient o) (! 0 g g
— _ : #o_ _
a'” =E [k ) lg, dy —iky %, ,( - .0) Sho=14 v € ( — 2), y, =P
Par stationnarité et ergodiciteé i i
12 (S2 (H iky [ P2 (S22 (H iky
2 1 : 1),S
o? ~ E ~ lg,dy —— U0 (v,0) dy | &~ lim < lg,dy —— U 5o (31:0) dyy
J_s2do Sy S—+co J_sn2do Sy
1“"“méthode : prendre une trés grande boite S pour une réalisation @ 29" méthode : Approximation de Monte Carlo pour un S grand et M
: réalisations i.i.d .
1 i : M .
2) ~ | 12 H ] (1),$ : 1 1
a\” & k< B iky U (y ()) dy .
’O,S 19 1 1 (2) N — . 2 H . (1),S
0 Y ) )5y ®,0,T : CZO Y, 2 < k ‘%a),O,S lk}/ ). %w,O,T(yl,O) d)’1
: m=1 0,8
8,000 : 8,000 \ \ \
: - ®- Moyenne(M=100)
' Intervalle de confiance (M=100)
B 5 ) ou - - Moyenne(M=500)
10,000 2 S S _ —10,0001 Intervalle }(fie confiance(M=500) |
B oos = 55 | % (0,H)\Z,

~12,000 |

— 14,000

_167000 \ \ \ \ \ \ \ | | |
500 1,000 1,500 2,000 2,500 3,000 3,500 500 1,000 1,500 2,000

taille de la boite S taille de la boite S

On peut jouer sur la taille de la boite S et le nombre de réalisations pour accélérer la convergence ! 57

—16,000



Parameétres : A = 15cm, 0 = /3,y = 1 + i, Polar TM

Validation qualitative
S

re

e=10""m, p =04, h, =10, L =20, H =13

real_part_term_u

0.2 0 0.2
'

-5.8e-01 -04

o

04 5.8e-01

Y 5 BT ..,g::.{"::.s.‘“ 2358 38 30000 %o 0 0030 2o I35, %0

S DO R

o..g anls 'o‘}oo..’. ®

Solution de référence (Partie réelle du champ diffracté)

S,.s = 2000

re

real_part_term_u
-5.8e-01 04

-0.2 0 0.2
—_— e :
ElL. 7T T

04 5.8e-01

Solution du modele effectif au dessus de e
(Partie réelle du champ diffracte)

S, = 1500

e

Validations numeriques

Validation quantitative

= 2000, S, = 1500

ik, — (iky — ek*al?) + ek, (ika{” — a{*k; )

— tkyeH
ik, + (iky — ek2a?) — ek, (ika{” — a$*k; )

€

10_3 guu\

7/

108 - 1

ST | Ll L1l
1077 1076 107°

Erreur sur le coefficient de réflexion en x, = eH
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Evolution du coefficient de reflexion (1)

On considére le cas d’une condition de Neumann, y = 1 et @ = O (incidence normale, k, = k)

4 Sans particules : | On a une structure transparente ( 7| = O)

ik, — (iky — ek?al?) + ek, (ika'® — a\Pk,)
(K, ky) = & ( ' O) 1( : . l)elk28H

iky + (iky — ek?a§”) — ek, (ikal® — a7k, )

Impact de la distance entre les particules

e=5.10°m, 1 = 30cm 0.8 .

Condition Condition @ 0.6 .
périodique périodique <

4o 04 .

0.2 .

Of ]
yz L1l Lot AN EEEN Lottt Lottt
L» 10-% 10°" 100¢ 107°> 107

Maurel & Marigo (2016). ¢



Evolution du coefficient de reflexion (2)

Impact de la frequence

Paramétres: e = 107*m,Z=1,0=0

Influence de la fréquence sur le coefficient de réflexion pour différents 6

75(0, k2)

Y2|
Y

Condition Condition

périodique

1

0.8

0.6

0.4

0.2

périodique

1

b

0 T

N
l

N N N N N N
| | | | | |

0

10 20 30 40 o0 60

A (en cm)

—o— 0 =0.001l "9 =0.01 06 =0.5

Impact de la forme

Paramétres: ¢ = 10™*m,Z=1,0=0,1 = 15¢cm

Condition
périodique

ol

Y1

Condition

-

0 T

Influence de o sur le coefficient de réflexion pour
FTTTTT T TTTTI I FTTTTT T T

75(0, k2)|

1

0.8

0.6

0.4

0.2

périodique

differentes formes

1

Ll [

T T 11T T 1 T T 111

TTTTT]

| Lol Lol Lol R

l

107°

107 107 1072 107!
0

—e— cercle —e— rectangle

10°
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Evolution du coefficient de reflexion (3)

Impact de I'epaisseur et de la disposition des particules

Paramétres: ¢ = 10™"m,Z=1,0 =0, = 15cm

Condition
périodique

Condition
périodique

20

ol

Influence du plusieurs couches empilées sur le
coefficient de réflexion en fonction de o

FTTTT F T T TTTT I [ T T T TTTT I FTTTI T T T TTT

1* ]

0.8 | N

0.6 | N

0.4} |

|T§ (07 k2)|

0.2 - N

)
Ok ]

Ll Lottt Lol Lol Lottt Lol
10-° 107* 103 1072 107! 100
)

—e— 1 particule —e— 2 particules —e— 3 particules
4 particules —e— 5 particules

Comparaison entre particules empilées et
particules en quinconce pour une hauteur de

750, k2)|

0.8

0.6

0.4

0.2

couche équivalente

FTTTT

Ll

T T T TTTT T T T TTTT T T T TTTT T T T TTTT T T T TTTT

Lol Lol Lol Lol Lol

107°

10 1073 1072 101 10Y
)

—e— ) particules empilées —e— 6 particules en quinconce

Condition
périodigue

Condition
périodigue 20

Ad

Influence de plusieurs couches en quinconce sur le
coefficient de réflexion en fonction de o
[ NHW HNW [ I

T

L

V1

T T T TTTI T T T TTTT T T T TTTH] T T T TTTT

1* ]

0.8 N

0.6 | N

0.4 | |

75(0, k2)|

O* ]

I T T A I O B B A N N N B AT
10°° 10=* 10=% 1072 10! 10
0
—e— 1 particule —e— 2 particules —e— 3 particules
4 particules —e— 5 particules —e— 6 particules 30




Evolution du coefficient de reflexion (4)

Comparaison entre une repartition périodique et aléatoire
Paramétres: ¢ = 10™*m,Z=1,0 = 0, p =0.39

(hL = 10,5, = 1075, T = 3000)

Y2L 0

Y 0 T

Evolution du coefficient de réflexion en fonction de A pour
une répartition stationnaire ergodique
\ \ \ \

Condition
périodique

Condition
périodique

Condition
périodique

Condition
périodique

5=05
4 couches
\_ )

Evolution du coefficient de réflexion en fonction de A pour une
répartition en quinconce
\

\ \ \ \ \ \ \ \ \
0.3 s
0.3
= 0.2/ - =
=~ < 0.2}
< <
= =
01 [ o 01 [
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \

12

14

16

12

14

16
31



Evolution du coefficient de reflexion (5)

Impact de la taille de la couche pour une répartition aléatoire

Paramétres:c = 10""m,Z=1,0=0,1 = 15cm

( . =107° T = 3000, p = 0.4)

- R
La transition entre un coefficient |r| = 0 et |r| = 1 est observée

pour de tres grosses couches !
- y

0.3

0.1

|
20 30 40 50 60 70 80
taille de la couche hp,

On supprime la contrainte de distance minimale entre les particules. Des amas peuvent apparaitre !

Evolution du coefficient de réflexion pour la solution de référence en fonction de p

Paramétres: Z=1,0=0,1 = 15cm, ¢ = 10™*m, T = 100em, h; = 10em
Aire de I'amas

p =

Aire de la couche

l 59000

L O L PR Lm

Exemple d’un amas :

abs_term_u

1

0.8

0.6
S
\D)
~
&

0.4

0.2

( Attention : pour que le modele soit applicable, il faut que la taille des amas soit < A J
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Etude du cas Maxwell dans le cas

Ef — E. . est sortant

périodique H' _ H," est sortant
rot H* — ikE° =0, div E =0
E)&A rot E+ikH* =0, divH =0

nc

D¢ = R* X R, \ %

nxE =0 suroo®
n-H=0 suroo®

(&3 X Ef) X &5 = Z &5 x H

e Déeveloppement asymptotique



Developpement asymptotique

Inc

I

X1

X Z0

E meN meN

E X1

Hé(x) = e h (X) + e H | xi,%;—,
‘+ ®) =) e h,x + ) (1 )

E &€ €&

DI Pour x; > eH  Termes de champ lointain

Xy X3

| |
E‘(x) = Z e"e (x) + Z e" K (xl,xz; al :

e € €
Xy A3

A meN meN
. Pour x; < eH
Fe(x) — "R A X X3
; (X)— E m x19x29 ’ ”
E € €
meN
e m AL Xy A3
Hé(x) = e H | x;,x;—,—,
E € €
meN ‘

Termes de champ proche

® [e développement asymptotique dépend du parametre

X

e K . H  dépendent des variables macro X; = (x;,X,) mais aussi des variables dilatées y = —

E

e ¢ . h nedépendent que des variables macro X et ne vivent qu’au dessus des particules.

® Nous faisons les hypotheses :

x E . H _sont T,—périodiques par rapport a y, et T,— périodiques par rapport a y, ;

Vm>0

(XY y3) — 0.
Y3—=>+00
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Cascade d’equations

Termes de champ lointain )& e, — E;, . est sortant
Vm e N E;\. e, estsortant

rot rot ¢, — k“e, =0 dans R* X (eH, + o)

. - 2
dive, =0 dans R“ X (eH, + o0) ldem pourh_

( Il manque des conditions sur 2. _;, ) Y.y = {x;=¢eH}

Termes de champ proche

. I
rot, E, = —rot; E, | —ikH, , dans B\ZE, s rot, H, = —rot; H,_, + ikE,_, dans B\ZE,
div, E, = —div; E,_, dans #\X}, divy H,, = — div; H,_, dans &\,
H ZgH H z“gH
[EBEm] =_g3°em [23Hm] =_23°hm
H 2gH H ZSH

nxE, =0 suroid?, n-H_ =0 suro,

m

Y3

| I
S

B = (0,T) X (0,T)) x R \P, s



Caractere bien pose

i rot, E. = F¥ dans % rot, H. = F# dans % -
div, E. = G* dans % div, H- = G" dans %
(Ec, He) est (T, T,) — périodique
(63X Eq) xé; =7 (é5xH) sur X}
o W,

Dans un cadre variationnel classique W, ce probleme n’est pas bien posé! L'opérateur associé a un noyau de dimension finie :

Supposons que &P, est composé de N particules alors le noyau de 'opérateur .V est un espace de dimension N + 4 donné par

1 1
z/’/ .= {(E,H) — <C1<Vp1, Vql) +C3(Vp3,0) +d3(0 VQ3 + ZGJ VVJ,O))
J=1

(€1, 0y, C3,d3) € C4, a; € C}

Vie {1,2,3},
p; € H (B)t.g. lim Vp, =¢,et

Y3 >+ 00

p;,=p;—y; est (T'1,T2) — périodique
Ap.=0 dans &%

pi=—Y; SUr 0Py

=~ _ #

p; =0 sur x;

q; € H,

loc

(B)t.g. lim Vg =& et

Y3 >0

q;=q;—y, est (T1,T2) — périodique
Ag;,=0 dans &

~ _ #

qg; =0 sur X,

Soit 2, =U)_, B, VI <J<N, lim Vr, =0

Y3 >+

r;est (T'1,T2) — périodique
Ar;=0 dans &

ry=1 suroB;

r;=0 surZu (02,\0B,)
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Caractere bien pose

-

rot, E-=F"* dans % rot, H- = F” dans %
div, E. = G* dans % div, H- = G" dans %
(Ec, He) est (T, T,) — périodique

(63X Eq) xé; =7 (é5xH) sur X}

,

Dans un cadre variationnel classique W, ce probleme n’est pas bien posé! L'opérateur associé a un noyau de dimension finie :

Supposons que &P, est composé de N particules alors le noyau de l'opérateur /¥ est un espace de dimension N + 4 donné par

N = {(E,H) = (Cl(Vpl,

1 1

Le probleme admet un unique couple (EC, HC) solution dans W N N+ (Delourme 2010)

J=1

N
qu) + cz(sz,—Vql) + (33(Vp3,()) + d3(O,Vq3) + ZaJ(VrJ,O)),

(€1, 0y, C3,d3) € C*, a; € C}
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111

Comportement a I'inf

e On cherche a caractériser le comportement a I'infini de (EC, HC)

OnnoteCr= lim E,et C;,= lm H,
y3—=>+00 y3—=>+00

E _ (1) H
CZ(ZZ) _ Z(Z)CI(LII)

T TT
=2 —J FEVqldy — 7@ J F1. Vp,dy
AB B

e On peut toujours trouver (E, H) une solution du probleme de déepart qui s’écrit
(EC, HC) + (E/V, H/V) avec (E/V, H/V) un élément du noyau

qui veérifie (E, H) —— 0 a condition que la condition de compatibilité suivante soit satisfaite
y3_>+00

o FfetFH dépendent des champs lointains ce qui nous permet de déterminer des conditions de bords.



Modele effectif propose

rot rot ¢, — k* e¢; = 0 dans R* x <8H, + oo)

€5 X rot €, + ikZ‘leO,T =0 sur2_g

e, — E, . estsortant

inc

Les particules ne sont pas prises en compte !

Modele a ['ordre 2

Vore,+ee

rot rot ¢, —k* e, = 0 dans R? X (eH, + oo)

e-Xtote, +ikZ e, =—-k*A. e .—k*B.Z ! (rot e —a, ikZ~! rot. e, +b-lrot-(rot e,)| —A.IV.(rot, e
3 ] 1T 0 €o,T 0 0)p —42 T €0 |10l 0 3|V T T €0

1 ~1 2 r—1

e, est sortant

|:I Opérateur différentiel a l'ordre 2
|:| Opérateur différentiel a l'ordre 3

Ayt Vregr

C sont des matrices obtenues a partir des p; et q,

¢ sont des vecteurs obtenus a partir des p; et g,
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Resultats numeriques

Objectif : comparer les modeles effectifs avec une solution de référence obtenue avec un code du CEA/CESTA

e 19 étape : Calculer les fonctions p; et g, a I'aide d’une méthode éléments finis

PY 261716

e 3¢ étape : Calculer le vecteur de réflexion et se ramener au coefficient de réflexion du code de référence CEA (Validations)
Erreur pour le modele a l'ordre 2

L =401

centre de la particules : <

1y 1, T

2°2°2

)

Fonction p, :

étape : Calculer les coefficients du modeéle a I'aide des ﬁi et 'Ji

Erreur pour le modele a fordre 1

100

102

i

1

1072

10~4

103

T,=T,=2.001
0=nld, p=0
Polar TE
A= 15cm

Z = (0.5+0.5i)1d

v

XX

1071t

Tref — 75

1072 |

-1.5
-1.6
-1.7
-1.8
-1.9
-2.0e+00
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Conclusions et Perspectives

® |Les modeles effectifs proposés reproduisent la réponse de la diffraction d'un objet recouvert d'une couche de
particules.

Cas Scalaire aleatoire

® Pour déterminer le comportement a l'infini et assurer la stationnarité des champs proches nous avons considérée

des problemes régularisés autour de particules

problemes régularisés autour des particules les problemes non regularises + hypotheses

(=L} =) Fst-il possible de sur l'aléa ?
------------------------------------ raisonner —-AU=0
) .
Y directement ? e O o0
®e o % o % o ® “‘

e Le développement asymptotique tronqué a l'ordre 2 est proche de la solution en o(é€).

= Pour preciser ces estimations, il faudrait ajouter des hypotheses sur la loi de probabilité afin d’obtenir peut étre
des estimations estimations en 0(83/ 2) comme dans les travaux de Gerard-Varet et Duerinckx & Gloria.

e FEtude de I'évolution du coefficient de réflexion : une distribution aléatoire des particules semble avoir moins
d'impact qu'une distribution périodique sauf a autoriser des amas.

= Fst-il possible d’étendre les résultats théoriques a la présence d’amas ?

40



Conclusions et Perspectives

Cas Maxwell

Modele effectif proposeé : étude de ce cas plus délicate et calculs plus techniques que dans le cas scalaire.

= || faut compléter I'étude par des estimations d’erreurs.

=) Justifier le développement asymptotique dans le cas des éequations de Maxwell pour une répartition aléatoire est
une question intéressante et encore ouverte.

= Prendre en compte la géeométrie de I'objet sans l'approximation du plan tangent fait aussi partie des
perspectives.

Merci pour votre attention !
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