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Modélisation



∂tρ+divx (ρ~v)= 0,

∂t(ρ~v)+divx (ρ~v ⊗~v)+∇x p =− ~SF ,

∂t(ρE )+divx ((ρE +p)~v)=−SE +S ,

1
c ∂t I +~Ω ·∇x I =S ,

E = 1
2 |u|2+e,

E.O.S p = p(ρ,θ)

I = I(t ,x ,Ω), Ω ∈ S2, intensité radiative.

S =σa(ρ,θ)
(
aθ4− I

)
+σs(ρ,θ)

(
−
∫

S2
IdΩ− I

)
, a = constant.

~SF =
∫

S2
ΩS dΩ, SE =

∫
S2

S dΩ.
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Modèle aux moments
Intensité radiative I = I(t ,x ,Ω) t ≥ 0, x ∈R3, Ω ∈ S2.

1
c ∂t I +~Ω ·∇x I =σa

(
aθ4− I

)
+σs (〈I〉− I) , 〈I〉 =−

∫
S2

IdΩ.

Moments de l’équation : ∂tE +div(F )= 4πσa
(
aθ4−E

)
,

∂tF +c2div(P)=−c(σs +σs)F .

E = 1
c

∫
S2

I(t ,x ,Ω)dΩ, F =
∫

S2
ΩI(t ,x ,Ω)dΩ, P = 1

c

∫
S2
Ω⊗ΩI(t ,x ,Ω)dΩ.

Approximation affine en Ω : I(t ,x ,Ω)= c
4πE (t ,x)+ 1

4πΩ ·F (t ,x).

P(t ,x)= 1
3E (t ,x)Id .
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
∂tE +div(F )= S ,

1
c ∂tF + c

3∇E =−σF .

Ax =


0 1 0 0
c2

3 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , Ay =


0 0 1 0
0 0 0 0
c2

3 0 0 0
0 0 0 0

 , Az =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
c2

3 0 0 0

 ,

Système symétrisable. Σ=


cp
3 0 0 0
0

p
3

c 0 0
0 0

p
3

c 0
0 0 0

p
3

c

 .
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
∂tE +div(F )= S ,

1
c ∂tF + c

3∇E =−σF .

Limite diffusion : c ≈σ→+∞ : F =− c
3σ∇E .

∂tE −div
( c
3σ∇E

)
= S .
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Premier essai : 1D, schéma décentré amont


∂tE +∂x F = 0,

∂tF + c2
3 ∂x E =−σcF .

Invariants de Riemann : U =E +
p
3

c F , V =E −
p
3

c F ,
∂tU + cp

3
∂x U =σc

2
(V −U) ,

∂tV − cp
3
∂x V =σc

2
(U −V ) .

Schéma décentré amont :
Un+1

j −Un
j

∆t + cp
3

Un
j −Un

j−1
∆x =σc

2

(
V n

j −Un
j

)
,

V n+1
j −V n

j
∆t − cp

3

V n
j+1−V n

j
∆x =σc

2

(
Un

j −V n
j

)
.
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Schéma upwind


Un+1
j −Un

j
∆t + cp

3

Un
j −Un

j−1
∆x =σ c

2

(
V n

j −Un
j

)
,

V n+1
j −V n

j
∆t − cp

3

V n
j+1 −V n

j
∆x =σ c

2

(
Un

j −V n
j

)
.

En+1
j −En

j
∆t +

F n
j+1−F n

j−1
2∆x + c

2
p
3∆x

(
2En

j −En
j−1−En

j+1
)
= 0,

F n+1
j −F n

j
∆t + c2

3
En

j+1−En
j−1

2∆x + c
2
p
3∆x

(
2F n

j −F n
j−1−F n

j+1
)
=−cσF n

j .

Limite diffusion c ≈σ→+∞ :

F n
j =− c

3σ
En

j+1−En
j−1

2∆x , 2En
j −En

j−1−En
j+1 = 0.

Pas consistant avec l’équation de diffusion ∂tE −∂x
( c
3σ∂x E

)= 0.
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Schémas préservant l’asymptotique

1 S. Jin, D. Levermore 1996.
2 J. Greenberg, A. Y. Leroux 1996.
3 L. Gosse, G. Toscani 2001.
4 C. Berthon, R. Turpault, 2011.
5 C. Buet, B. Després, E. Franck, 2012. ← dimension 2
6 C. Buet, B. Després, 2015.
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Schéma de Jin-Levermore

Idée : monter en ordre sur E en utilisant l’asymptotique diffusion :
∂x E =−3σ

c F .
Flux upwind : Uj+ 1

2
=Uj , Vj+ 1

2
=Vj+1.


Ej+ 1

2
+

p
3

c Fj+ 1
2
=Ej +

p
3

c Fj ,

Ej+ 1
2
−

p
3

c Fj+ 1
2
=Ej+1−

p
3

c Fj+1.

 


Ej+ 1

2
+∆x

2
3σ
c Fj+ 1

2
+

p
3

c Fj+ 1
2
=Ej +

p
3

c Fj ,

Ej+ 1
2
−∆x

2
3σ
c Fj+ 1

2
−

p
3

c Fj+ 1
2
=Ej+1−

p
3

c Fj+1.


Ej+ 1

2
= 1
2

(
Ej +Ej+1+

p
3

c Fj −
p
3

c Fj+1

)
,

Fj+ 1
2
= 1
1+σp3∆x

2

1
2

(
Fj +Fj+1+

p
3

c Ej −
p
3

c Ej+1

)
.
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Schéma de Jin-Levermore

M = 1
1+σp3∆x

2
En+1

j −En
j

∆t +M
F n

j+1−F n
j−1

2∆x +M c
2
p
3∆x

(
2En

j −En
j−1−En

j+1
)
= 0,

F n+1
j −F n

j
∆t + c2

3
En

j+1−En
j−1

2∆x + c
2
p
3∆x

(
2F n

j −F n
j−1−F n

j+1
)
=−cσF n

j .

Limite diffusion c ≈σ→+∞ : M ≈ 1
σ
p
3 ∆x

2
.

Première équation :

En+1
j −En

j
∆t + c

3σ∆x2
(
2En

j −En
j−1−En

j+1
)
= 0
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Dimension deux

ljr = 1
2 |xr+1−xr−1|,

njr = 1
2ljr (xr+1−xr−1)⊥.

∇xr |Ωj | = ljr njr .


|Ωj |∂tEj +

∑
r

ljr Fr ·njr = 0,

|Ωj |∂tFj + c2
3

∑
r

ljr Ejr njr =−σc |Ωj |Fj


Ejr =Ej +

p
3

c (Fj −Fr ) ·njr ,∑
j

ljr njr Ejr = 0.

Modification Jin-Levermore :
limite diffusion.

Refs : C. Mazerand, thèse. E. Franck, thèse.
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Problème : stencil "en croix" => stabilisation.
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Arêtes coniques

Mω(q)=
(
x(q)
y(q)

)
= M0(1−q)2+2ωq(1−q)M1+q2M2

(1−q)2+2ωq(1−q)+q2
, q ∈ [0,1]

M0

(M1, ω)

M2

Mω(q)

M0

(M1, ω)

M2

ω = 0

ω = +∞

ω = 0.5

ω = 1

ω = 3

ω= 0 : segment ω ∈]0,1[ : ellipse ω= 1 : parabole ω> 1 : hyperbole.
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Arêtes coniques

Shoulder point : S :=Mω(q = 0.5).

M0

(M1, ω)

M2

S Q0

Q2

S= 1
2(Q0+Q2), Q0 = 1

1+ω(ωM1+M0), Q2 = 1
1+ω(ωM1+M2).

B. Boutin, E. Deriaz, P. Hoch, ESAIM Proc 2011, M. Li, X.-S. Gao, S.-C. Chou, Visual Comput., 2006.
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Arêtes coniques
Aire

|Ωj | =
∑
e

A(O,Me
0,Me

2)+f (ω)A(Me
0,Me

1,Me
2)=

1
2

∑
dof

C̃dof ,ω
j ·OMdof .

Mr+1

Sω
r+1/2

Mr Sω
r−1/2

Mr−1

Ñ
r+

1,r Ñ
r,
r−

1

Ñ
r+
1/2,r+

1
Ñ

r,r+
1
/
2 Ñ

r
−
1
/
2
,r

Ñ r−1
,r−1

/2

C̃
r+

1/2,ω

j C̃
r,
ω

j

C̃
r−

1/
2,
ω

j

Ωj

B. Boutin, E. Deriaz, P. Hoch, ESAIM Proc 2011, M. Li, X.-S. Gao, S.-C. Chou, Visual Comput., 2006.
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Arêtes coniques

Mr+1

Sω
r+1/2

Mr

Sω
r−1/2

Mr−1

Ml

Mk

Mm

Ωj

Ωi

Ωm

Ωl

Ωk

Dof aux sommets Mr ET aux shoulder points Sr+1/2.
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Schéma GLACE


En+1

i −En
i + ∆t

|Ωi |
∑

r/Mr∈Ωi

C r
i ·Fn+1

r = 0,

Fn+1
i −Fn

i + c2∆t
3|Ωi |

∑
r/Mr∈Ωi

C r
i En+1

ir =−cσi∆tFn+1
i ,


En+1

ir =En+1
i +

p
3

c

(
Fn+1

i −Fn+1
r

)
·nir−cσr Fn+1

r · (Mr −xi) ,∑
i/Mr∈Ωi

(αir +cσrβir )Fn+1
r = ∑

i/Mr∈Ωi

C r
i En+1

i + ∑
i/Mr∈Ωi

C r
i ⊗nir Fn+1

i .

αir =C r
i ⊗nir et βir =C r

i ⊗ (Mr −xi) avec nir = C r
i‖C r
i ‖ .
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Limite diffusion
σ= c = 104, donnée initiale E (0,x)= δ0(x). E (t ,x)= 6σ

πct e− 3σ
2ct |x |2
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Limite diffusion
σ= c = 104, donnée initiale E (0,x)= δ0(x). E (t ,x)= 6σ

πct e− 3σ
2ct |x |2
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Régime transport
Conditions périodiques aux bord => Fourier : solution analytique.
Si 4π

√
j2 +k2 ≤σL

p
3, E(x ,y ,t)= cos

( 2jπx
L + 2kπy

L
)
e−σct

[
α

(
σc sinh(γt)

2γ +cosh(γt)
)
+β sinh(γt)

γ

]
,

Si 4π
√

j2 +k2 >σL
p
3, E(x ,y ,t)= cos

( 2jπx
L + 2kπy

L
)
e−σct

[
α

(
σc sin(γt)

2γ +cos(γt)
)
+β sin(γt)

γ

]
,

γ= 1
2

√√√√∣∣∣∣∣σ2c2 −16 π
2c2

3L2
(
j2 +k2

)∣∣∣∣∣.

σ= c = 1, j = 1, k = 2
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Régime transport
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Régime diffusion

σ= c = 104, solution analytique
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